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Sur les Polynomes de Catalan Simples et Doubles
GERMAIN KREWERAS
Two families of polynomials are introduced, which generalize the sequence of Catalan
numbers. Both families are applied to the solution of a previously unsolved problem about
characterization of tree types.
1. INTRODUCTION
Les nombres de Catalan ont ete decouverts il y a un siecle et demi [1], a l'occasion
du denombrement des parenthesages possibles dans l'ecriture d'un produit de m + 1
facteurs loft ...1m. lIs ont pris place depuis parmi les outils les plus classiques de la
combinatoire enumerative. lIs comptent notamment les mots de 2m lettres composes
de lett res a et b en nombre egal et tels que parmi les i premieres lettres les a soient
toujours au moins aussi nombreux que les C, mots appeles parfois 'ponts' ou 'mots de
Dyck' (cf. [3,4]).
Ces nombres, qui forment la suite
(co C1 Cz C3 C4 C5 ••• ) = (1 1 2 5 14 42 ...)
ont de multiples proprietes, dont nous rappelons ici les plus connues
(i)
(ii)
(iii)
(iv)
(v)
(2m)!
C = .
m m! (m + I)!'
+00 1 - VI - 4x 2L C x'" = = = y(x) = y'
m=O m 2x 1 + VI - 4x '
(m + l)cm = (4m - 2)Cm - l ;
Cm= Co Cm-l + Cl Cm-Z + Cz Cm- 3 + ... + Cm-l Co·
Nous introduisons ici deux familIes de polynomes d'une variable u. La premiere,
Pm(u), relativement simple sera de degre general m; la deuxieme, Pm.n(u), dependra
de deux parametres entiers non-negatifs et aura pour degre general m + n.
Les proprietes de ces polynomes generaliseront d'une maniere qui sera precisee les
proprietes de nombres de Catalan; c'est pourquoi nous proposons de les appeler
'polynomes de Catalan', respectivement simples et doubles.
Dans la Section 4, nous appliquerons ces proprietes aun probleme de caracterisation
des formes d'arbres.
2. LES POLYNOMES DE CATALAN SIMPLES
Nous prendrons pour definition
Pm(u) = (U :2m) - (U
m
+!7), (1)
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de sorte que Pm(O) = em (propriete (ij ). Adoptant la notation de Vandermonde,
(ah = a(a -1) ... (a - 1)· .. (a - k + 1), on voit imrnediatement que
p (u) = (u + 2m)m _ (u + 2m)m-1 = (u + 2m)m_l(u + 1)
m m! (m - 1)! m!
au
1
Pm(u)=-(u + 1)(u +m +2)(u +m +3)··· (u + 2m).
m!
Pour u = 0 on retrouve la propriete (ii). Pour determiner la fonction generatrice
m
(2)
nous envisageons deux methodes, dont la premiere est la plus naturelle mais dont la
seconde s'etendra plus facilement au cas des polynomes doubles.
Premiere methode. On part de (1) et I'on utilise la remarque que
(3)
Pour justifier celle-ci on verifie directement que (3) est vrai pour u = 0 et pour u = 1,
puis on se sert de l'egalite
(4)
qui permet d'etablir (3) par recurrence sur u. De (3) on deduit
(5)
En retranchant (5) de (3), on voit que
L Pm(u)x m = yU(1-4x)-!(1- x y2);
m
mais les facteurs soulignes, comme on Ie verifie aisement, ant pour produit y, et par
consequent
d'ou finalement
_(1_~)U+l
gu(x) - 2x ' (6)
ce qui generalise la propriete (iii).
Deuxieme methode. On se sert de I'expression monome (2), qui permet de verifier. que
m(u + m + 1)Pm(u) = (u + 2m)(u + 2m -1)Pm_l(u), (7)
propriete generalisant (iv).
On peut tirer de (7) une equation differentielle lineaire a laquelle devra satisfaire
gu(x), en multipliant par x m et en sommant par rapport a m. Cette equation
differentielle sera du second ordre du fait de la presence dans (7) de termes en m"; on
verifiera alors que la fonction (6) y satisfait bien. La methode sera exposee plus en
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detail dans la Section 3. L'equation differentielle est ici
(u + 1)(u + 2)g + [(u + 2)(4x - 1) + 2x ]g' + x(4x -1)g" = O.
D'autre part une rnaniere d'ecrire (4) est
yU+1 _ yU =xy' yU+l;
on tire facilement de Iii
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(8)
Pm(u) - Pm(u -1) = COPm-1(u) + C1Pm-2(U) + ... + cm-1Po(u), (9)
propriete qui generalise (v) .
Enfin une consequence de (6) est que
gu(x) . gv(x) =gu+v+I(X),
ce qui entraine l'identite suivante les polyn6mes de Catalan simples de deux variables
u et v :
m
L p;(u)Pm-;(v) = Pm(u + V + 1);
;~o
cette identite sera utilisee plus loin dans la Section 4.3 .
(10)
3. LES POLYNOMES DE CATALAN DOUBLES
II est cette fois commode de partir d'une definition de Pm.Au ).que generalisera (2).
Nous poserons d'abord 0:;;;m :;;; n et
1
Po n(u) = Pn(u) = - (u + 1)(u + n + 2)(u + n + 3) ... (u + 2n);
, n!
puis, pour tout m ~ I,
1
P", n(u) =--(u + 1)(u + 2m + 2n)m+n -1
, m!n!
(u + 2)(u + 4)· .. (u + 2m)
---'--:..---'--:..--:..------'--------'---- . (11)(u + 2 + 2n)(u + 4 + 2n) ... (u + 2m + 2n)
REMARQUONS: (1) que (11) definit bien un polyn6me (de degre m + n) puisque les m
facteurs du dernier denominateur sont to us presents dans (u + 2m + 2n)m+n -I ; (2) que
(11) est une fonction syrnetrique de m et n--on s'en convainc en multipliant Ie haut et
Ie bas de la fraction par (u + 2)(u + 4) ... (u + 2n) (la restriction m :;;; n peut ainsi etre
levee).
EXEMPLES:
P1 ,I(U) = (u + 1)(u + 2), P1,2(u) = Hu + 1)(u + 2)(u + 5),
PI •3= i(u + 1)(u + 2)(u + 6)(u + 7),
P2,iu) = ~ (u + 1)(u + 2)(u + 4)(u + 7) , P2•3(U) = -b(u + 1)(u + 2)(u + 4)(u + 7)(u + 9),
P',,3(U) = ~(u + 1)(u + 2)(u + 4)(u + 6)(u + 9)(u + 11).
Tout comme les Pm(u), les Pm,n{u) ont tous leurs zeros distincts et entiers negatifs,
Pour trouver la fonction generatrice adeux variables
Gu(x, y ) = L Pm.n(u)xmyn,(m,n)
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(14)
on neutralise d'abord les zeros communs a Pm,n, Pm-1,n et Pm,n-b ce qui permet de
voir que
(m + n)(u + m + n -l)Pm,n(u) = (u + 2m + 2n -1)
x [(u + 2m)Pm- 1,n(u) + (u + 2n)Pm,n-l(U)]; (12)
cette double recurrence se reduit a (7) pour n = O.
Pour obtenir a partir de la une equation aux derivees partielles (du second ordre) a
laquelle satisfera G = Gu(x, y), on multiplie les deux membres de (12) par xmyn et l'on
somme pour (m, n) E INI 2• Au premier membre il faut au prealable prendre soin
d'ecrire le coefficient de Pm,n(u) sous la forme developpee
m(m - 1) + (u + 2n + 2)m + n(u + n + 1);
de meme au second membre Ie coefficient global de Pm-1,n devra s'ecrire
4(m -l)(m - 2) + (4u + 8n + 10)(m -1) + (u + 2)(u + 1+ 2n)
et celui de Pm,n-l
4(n -l)(n - 2) + (4u + 8m + 1O)ft!....=1} + (u + 2)(u + 1 + 2m).
On obtient ainsi, en fin de calcul:
(u + l)(u + 2)G + [(u + 2)(4x -1 + 2y) + 2x]xG: + [(u + 2)(4y -1 + 2x) + 2y]yG:
+ (4x - 1)X2G;2+ 2(2x + 2y - 1)xyG;y + (4y - 1)y2G;2 = O. (13)
Cette equation aux derivees partielles, lineaire et du second ordre, se reduit a (8)
pour y = O.
II est facile de s'assurer que, compte-tenu des valeurs prises par G et ses derivees
partielles pour x = y = 0, l'equation (13) a pour solution
(
2 )U+l
Gu(x, y) = V1 - 4x + Vi - 4y ;
pour y = 0 on retrouve bien
De nouveau la difference Gu - Gu - 1 , calculee a partir de (14), donne un resultat
interessant:
[ yIf=4X + v'f=4YJGu(x, y) - Gu-1(x, y) = Gu(x, y) 1- 2
=GuCx, y)[xy(x) + yy(y)].
On tire immediatement de la une extension remarquable de la formule (9), a savoir
m-l n-l
Pm,n(u) - Pm,n(U -1) = 2: CiPm-l-i,n(U) + 2: cjPm,n-l-iu); (15)
i=O j=O
cela moritre en particulier que les valeurs de Pm,n(u) sont toujours entieres pour u
entier (ce qui, pour les Pm(u), resultait directement de la definition (1».
Remarquons que l'on a toujours Pm,n(O) = Cm+no
Signalons enfin cette autre propriete non-triviale des polynomes Pm,n(u):
n 2n2: Pi,n-i(U)=,. (u + l)(u + 3) ... (u + 2n - 1).
i=O n.
(16)
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Pour l'etablir il suffit de remarquer que Ie premier membre de (16) n'est autre que Ie
coefficient de x" dans le developpernent de
(
1 )U+lGu(x, x) ="\,/1=4X = (1- 4X)-(U+l)l2;
or ce coefficient est
-(u +,1)/2 (-4r,
n.
ce qui, ecrit plus simplement, est precisernent Ie second membre de (16).
Ainsi par exemple on a pour n = 2 l'identite
!(u + 1)(u + 4) + (u + 1)(u + 2) + !(u + 1)(u + 4) =2(u + 1)(u + 3)
et pour n = 3 l'identite
[!(u + 1)(u + 5)(u + 6) + !(u + 1)(u + 2)(u + 4)] x 2 = }(u + 1)(u + 3)(u + 5).
4. ApPLICATION A UN PROBLEME CONCERNANT LES ARBRES
4.1. II a ete propose par N. Iwahori [2] d'associer 11 tout arbre fini Tun entier d(T),
que nous appelerons son 'descripteur', defini par recurrence sur le nombre d'aretes de
T, 11 partir des deux conventions suivantes:
(1) Le descripteur de l'arbre 'vide' 0 (0 arete mais 1 sommet) est l'entier 1: d(o) = 1.
(2) Soit Tun arbre 11 n aretes , numerotees de 1 11 n, et soient net T; les deux arbres
obtenus par suppression de l'arete numero k; alors
n
d(T) = 2: d(Tk) . d(T;).
k=l
Ainsi
-----.d(o-o) = 1
Plus generalement, les etoiles 11 u aretes
et
et les chaines de m aretes
(m = 4~ 0----0----0----)
ont des descripteurs particulierement evidents:
d(u aretes en etoile) = u! ;
d(m aretes en chaine) = em'
Pour les chaines, cela resulte de la propriete (v) des nombres de Catalan.
4.2. Considerons alors la famille particuliere d'arbres (u; m) definis comme suit: u + m
aretes au total, dont u forment une etoile ayant pour sornmet central I'une des
extremites d'une chaine de longueur m.
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(3;4)=~
II resulte immediatement de la definition des descripteurs que
d(u; m) =ud(u -1; m) + cod(u; m -1) + C1d(U; m - 2) + ... + Cm-1d(U;0). (17)
Si l'on divise tous les termes de (17) par u!, on constate que les quotients d(u; m)/u!
satisfont a une egalite identique a (9). Comme d(O; m) = Cm= Pm(O), on en conclut,
par recurrence sur u, que l'on a toujours
d(u; m) = u! Pm(u). (18)
Pm(u) apparait ainsi comme Ie facteur par lequel il faut multiplier le descripteur d'une
etoile a u aretes si l'on greffe en son centre une chaine de longueur m (par son
extremite),
4.3. Une autre famille d'arbres, dont la precedente est une sous-famille, peut se definir
par une greffe non plus d'une etoile a u aretes a une extremite d'une chaine de m
aretes, mais de deux etoiles ayant respectivement u et v aretes aux deux extremites
d'une telle chaine.
Si l'on appelle d(u, v; m) le descripteur d'un tel arbre, on a evidemment
m
d(u, v; m) =ud(u -1, v; m) + vd(u, v-I; m) + 2: d(u; i -1)d(v; m - i),
i=1
ou encore, en posant d(u, v; m)/u! v! = Q(u, v; m),
m
Q(u, v; m) = Q(u -1, v; m) + Q(u, v-I; m) + 2: P;-1(U)pm-i(V). (19)
i=1
On obtient une double recurrence en (u, v), qui part de
Q(O, v; m) = Pm(v) et Q(u, 0; m) = Pm(u).
(20)
Mais l'expression generale de Q(u, v; m) n'est plus un polynome. On trouve en fait
( .) = (U + v + 2m) _ (U + v + 2m)Q u, v,m 1 '
u+m m-
ce dont on s'assure en reportant cette expression dans (19) et en tenant compte de
l'identite (to) (a utiliser en remplacant m par m - 1). 0'00 finalement
[( u + v + 2m ) (u+v+2m)]d(u,v;m)=u!v! u+m - m-l '
formule qui generalise (18).
4.4 Enfin une derniere famille d'arbres (u; m, n) peut se definir en greffant une etoile
a u aretes non pas a l'extremite d'une chaine mais en un sommet quelconque d'une
chaine, situe respectivement a m et n aretes des extrernites,
EXEMPLE:
~=(3:2,4)
Nous savons deja que d(O; m, n) = Pm+n(O) = Cm+n. On a ici, toujours par definition
des descripteurs ,
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d(u ;m, n) = ud(u -1; m, n) + cod (u ; m - 1, n) + ... + cm_Jd(u ; 0, n)
+ c-dtu; m, n - 1) + ... + cn_Id(u; m, 0), (21)
et I'on rernarque , comme precedemment, que la division terme a terme de (21) par u!
conduit a equation de forme identique a (15). On en conclut que Ie descripteur
(u; m, n) est Ie produit de u! par Ie polynorne de Catalan double Pm.n(u):
d(u ;m, n) = u! Pm.n(u) ,
formule qui elle aussi generalise (18).
(22)
4.5. La simpIicite resultant du caractere monorne des calculs sur les polynomes de
Catalan nous a permis de trouver sans difficulte la reponse a une question laissee
ouverte par Iwahori: en dehors du cas trivial de 0 et 0--0, l'egalite des descripteurs
de deux arb res implique-t-elle que cas arbres soient isomorphes?
La reponse est negative.
En effet si I'on prend
A=(2,3;4)=~
et
B=(2;3,4)=~,
la formule (20) donne
d(A) = 2! 3! [(-7;2) - (-If)] = 2 x 6 x (1716 - 286) = 17160
et la formule (22) donne
1deB) = 2! x - x 3 x 4 x 6 x 8 x 11 x 13 x 15 = 17160.
3! 4!
5. UN PROBLEME OUVERT
II est nature! de tenter d'introduire des 'polynomes de Catalan multiples' a partir de
la famille d'arbres qui consistent en k + u chaines ouvertes ayant une extremite
commune, les k premieres de ai' a2, ... , ak aretes, les u autres d'une seule arete; pour
k =1 ou 2 on retombe sur les arb res deja consideres,
On montre facilement que pour I'arbre general (ai ' a2, .. . , ak; u) de cette famille ,
Ie descripteur defini en 4.1 est egal a
ou P est un polynome en u de degre al + a2+ . .. + ai, Mais les polynomes ainsi
definis n'ont en general plus tous leurs zeros entiers negatifs ; toutefois, si aucun des a;
n'est nul , k de ces zeros sont -1 , -2, ... , -k.
Pour tous les polynomes particuliers que nous avons calcules avec k ;;;;. 3, nous avons
pu verifier que les autres zeros sont eux aussi reels , distincts , et inferieurs a -k. C'est
un probleme ouvert de savoir s'il en est toujours ainsi.
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